
!"#"$%&'()*+$,-./01-2,$
34$+&56()78$9::$;<&5(7$(<(=>$

$

$

$

9?$,@<*($=57A)*$B=$C)A$>&5)7$)=D@?E$F$;<&5(7$)=D@$

=?$G@=($&7$=$(H;&D=>$I=>6)$C<*$(@)$D*&(&D=>$)5)*JH$<C$=$+)'&6+K$$G@=($

;*<D)77)7$'<+&5=()$(@)$)5)*JH$><77$=L<I)ML)><A$(@)$D*&(&D=>$)5)*JHK$

$

0@)$D*&(&D=>$)5)*JH$&7$(@)$)5)*JH$=($A@&D@$(@)$&<5&N=(&<5$><77$=5'$(@)$

L*)+77(*=@>65J$*='&=(&<5$><77$C<*$)>)D(*<57$=*)$)O6=>P$$0@)$D*&(&D=>$)5)*JH$&7$

=;;*<Q&+=()>H$)O6=>$(<$R::M!$%)S8$A@)*)$!$&7$(@)$=(<+&D$56+L)*$<C$(@)$

+=()*&=>8$(@67$=$(H;&D=>$I=>6)$BC<*8$7=H8$D=*L<5?$&7$<C$(@)$<*')*$<C$9::$%)SP$$

TL<I)$(@)$D*&(&D=>$)5)*JH8$L*)+77(*=@>65J$&7$(@)$'<+&5=5($7<6*D)$<C$)5)*JH$

><77$C<*$)>)D(*<578$=5'$L)><A$(@)$D*&(&D=>$)5)*JH$&<5&N=(&<5$&7$(@)$'<+&5=5($

7<6*D)$<C$)5)*JH$><77$C<*$)>)D(*<57P$

$

L?$0*6)$<*$C=>7)$B;>67$J&I)$=$L*&)C$)Q;>=5=(&<5?E$=$D=><*&+)()*$D=5$')()*+&5)$

(@)$)5)*JH$<C$=5$)>)D(*<+=J5)(&D$7@<A)*$LH$+)=76*&5J$)&(@)*$(@)$56+L)*$

<C$;=*(&D>)7$;*<'6D)'$<*$LH$76++&5J$(@)$(<(=>$)5)*JH$');<7&()'P$

$

0*6)P$$U>)=*>H$<5)$D=5$+)=76*)$(@)$)5)*JH$LH$76++&5J$(@)$)5)*JH$');<7&()'P$$

U=><*&+)()*7$D=5$=>7<$+)=76*)$(@)$=+<65($<C$)5)*JH$LH$+)=76*&5J$(@)$

56+L)*$<C$;=*(&D>)7$;*<'6D)'8$=7$(@)$56+L)*$<C$)>)D(*<578$;<7&(*<578$=5'$

;@<(<57$;*)7)5($=C()*$"$*='&=(&<5$>)5J(@7$=*)$)=D@$=;;*<Q&+=()>H$)O6=>$(<$

#"MVP$

$

D?$W&I)$)Q=+;>)7$<C$L<(@$C65'=+)5(=>$=5'$D<+;<7&()$;=*(&D>)7$(@=($=*)$

)&J)57(=()7$<C$D@=*J)$D<5X6J=(&<5P$

$

T5H$;=*(&D>)$(@=($&7$&(7$<A5$=5(&;=*(&D>)$&7$=5$)&J)57(=()$<C$D@=*J)$D<5X6J=(&<5P$$

Y<*$C65'=+)5(=>$;=*(&D>)78$(@&7$&5D>6')7$(@)$;@<(<58$Z:8$=5'$B;*)76+=L>H?$(@)$

[&JJ7$=5'$(@)$J*=I&(<5P$$Y<*$D<+;<7&()$;=*(&D>)78$(@)*)$=*)$7)I)*=>8$&5D>6'&5J$

(@)$!:8$":8$#8$=5'$<(@)*7P$

$

'?$G@=($7H++)(*H$>)='7$(<$(@)$D<57)*I=(&<5$<C$B&?$=5J6>=*$+<+)5(6+K$B&&?$

)5)*JHK$B&&&?$L=*H<5$56+L)*K$

$

B&?$\<(=(&<5=>$7H++)(*H8$B&&?$(&+)$(*=57>=(&<5$7H++)(*H8$B&&&?$5<5)$(@=($A)$

]5<A$<CP$

$

)?$G@=($C&5=>^7(=()$;=*(&D>)$&7$=5$65=+L&J6<67$7&J5=>$<C$(@)$A)=]$&5()*=D(&<5K$

$

T5$B=5(&^?5)6(*&5<$&7$=5$65=+L&J6<67$7&J5=>$<C$(@)$A)=]$&5()*=D(&<5_$(@)*)`7$

5<$A=H$(<$;*<'6D)$(@)+$&5$=5H$<(@)*$&5()*=D(&<5P$



$

C?$ 26D>)=*$;@H7&D&7(7$(H;&D=>>H$A<*]$A&(@$@=>C^>&C)$B"9M#?$&57()='$<C$+)=5$

>&C)(&+)$B!?_$"9M#$&7$(@)$(&+)$&($(=])7$C<*$@=>C$(@)$+)+L)*7$<C$=$>=*J)$7=+;>)$

(<$')D=HP$$Y<*$)Q;<5)5(&=>$')D=H8$A@=($&7$"9M#$B=7$=$+6>(&;>)$<C$!??K$

$

G)$@=I)$

! 

N(t) = N
0
e

"
t1
2
#

$ 

% 

& 
& 

' 

( 

) 
) 

,$(@67$

! 

t 1
2

= " ln2 P$

$

$

T$L&($><5J)*$BL6($5<($+6D@?$=57A)*$;*<L>)+7E$

$

#?$$T5$)>)D(*<5$7D=(()*7$)>=7(&D=>>H$C*<+$=$;*<(<5$&5$(@)$;*<(<5$*)7($C*=+)P$$0@)$&5&(&=>$

=5'$C&5=>$)>)D(*<5$)5)*J&)7$=*)$#$$=5'$#$`8$=5'$(@)$7D=(()*&5J$=5J>)$&7$"P$$a<6$D=5$

=776+)$(@)$)>)D(*<5$)5)*J&)7$=*)$>=*J)$D<+;=*)'$A&(@$%$P$$U=>D6>=()E$

$ $$$$$$$$$=?$0@)$&5I=*&=5($+=77$<C$(@)$C&5=>$7(=()$7H7()+$3$;<&5(7$

$

$ G)$@=I)$

! 

Ee

Ee

0

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

+

mp

0

0

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

=

Ee + mp

Ee

0

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

8$7<$(@)$&5I=*&=5($+=77$<C$(@)$C&5=>$7(=()$&7$$

! 

Ee

2
+ 2mpEe + mp

2
" Ee

2
= 2mpEe + mp

2 P$

$

$ $$$$$$$$$L?$0@)$)>)D(*<5$7D=(()*&5J$=5J>)$&5$(@)$D)5(*)^<C^+=77$C*=+)$3$;<&5(7$

$

$ 15$(@)$DP+P$C*=+)$(@)$"^I)D(<*7$<C$(@)$)>)D(*<5$=5'$;*<(<5$=C()*$&5()*=D(&<5$

=*)$

! 

" p 

" p cos#

" p sin#

0

$ 

% 

& 
& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 
) 

$=5'$

! 

" p 
2

+ mp

2

# " p cos$

# " p sin$

0

% 

& 

' 
' 
' 
' ' 

( 

) 

* 
* 
* 
* * 

$*)7;)D(&I)>H8$A@)*)$#$&7$(@)$7D=(()*&5J$=5J>)$

&5$(@)$DP+P$C*=+)P$$,&5D)$(@)$&5I=*&=5($+=77$<C$(@)$C&5=>$7(=()$7H7()+$&7$

&5I=*&=5($B@)5D)$&(7$5=+)?8$A)$@=I)$(@=($

! 

" p + " p 
2

+ mp

2
= 2mp Ee + mp

2 $

A@&D@$&+;>&)78$=C()*$=$C)A$>&5)7$<C$=>J)L*=8$(@=($

! 

" p =
mp Ee

mp

2
+ 2mp Ee

P$$15$(@)$

>=L$C*=+)$(@)$"^I)D(<*$<C$(@)$)>)D(*<5$=C()*$&5()*=D(&<5$&7$

! 

" E 
e

" E 
e
cos#

" E 
e
sin#

0

$ 

% 

& 
& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 
) 

P$$0@)$

L<<7($L)(A))5$(@)$(A<$C*=+)7$&7$&5$(@)$Q^'&*)D(&<58$7<$(@)*)$&7$5<$D@=5J)$

(<$(@)$H^D<<*'&5=()$<C$(@)$"^I)D(<*8$@)5D)$A)$@=I)$(@=($

! 

" p sin# = " E e sin$ 8$



(@67$

! 

" = sin
#1

$ E e sin% mp

2
+ 2mp Ee

mp Ee

& 

' 

( 
( 

) 

* 

+ 
+ 
P$$B2<()$(@=($<5)$D<6>'$C6*(@)*$

)>&+&5=()$"$C*<+$(@&7$C<*+6>=$LH$5<(&5J$(@=($&5$(@)$>=L$C*=+)$A)$@=I)$

! 

Ee + mp

Ee

0

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

=

( E e

( E e cos)

( E e sin)

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
' 

+

( E e
2

+ Ee

2 * 2Ee
( E e cos) + mp

2

Ee * ( E e cos)

* ( E e sin)

0

" 

# 

$ 
$ 
$ 
$ $ 

% 

& 

' 
' 
' 
' ' 

8$7<$)O6=(&5J$(@)$

)5)*J&)7$A)$J)($(@=($

! 

Ee
" E e cos# = Ee

" E e + mp
" E e $mp Ee 8$(@67$

! 

" = cos
#1 Ee

$ E e + mp
$ E e #mp Ee

Ee
$ E e

% 

& 
' 

( 

) 
* $P?$

$

V?$U=5$(@)$')D=H$$$$$%b%&';*<D))'$I&=$=5H$<C$(@)$]5<A5$&5()*=D(&<57K$$B0@)$$$@=7$

()B*+,?$c$:bB:b^?$=5'$(@)$%b$@=7$()B*+?$c$9^B:^?P?$9:$;<&5(7$

$

$ d&J$)**<*$<5$+H$;=*($e$1$A*<()$(@=($(@)$$$@=7$()B*+,?$c$:bB:b^?8$A@&D@$*)=>>H$7@<6>'$

@=I)$L))5$()B*+,?$c$:bB:^b?P$$15$*)=>&(H8$(@)$')D=H$&7$C<*L&'')5$&5$(@)$7(*<5J$=5'$

)>)D(*<+=J5)(&D$&5()*=D(&<57$'6)$(<$;=*&(H$I&<>=(&<58$A@&D@$D=5$L)$7))5$C*<+$(@)$

C=D($(@=($(@)$$$;=*&(H$&7$^9$B5<($b9?8$A@)*)=7$(A<$;&<57$@=I)$=$;=*&(H$^9$Q$^9$Q$B^9?-8$

A&(@$-$5)D)77=*&>H$L)&5J$:$=7$(@)$*$<C$(@)$$$&7$N)*<P$$d6($&C$(@)$$$=D(6=>>H$@='$()B*+,?$c$

:bB:b^?8$(@)5$(@)$')D=H$A<6>'$L)$C<*L&'')5$'6)$(<$D@=*J)$D<5X6J=(&<58$7&5D)$=$

7H7()+$D<57&7(&5J$<C$=$7;&5>)77$;=*(&D>)$=5'$&(7$=5(&;=*(&D>)$A&>>$D<57(&(6()$=5$

)&J)57(=()$<C$,$A&(@$)&J)5I=>6)$B^9?-8$=5'$-$A<6>'$@=I)$(<$L)$:$7&5D)$(@)$$$&7$

7;&5>)77P$$-C$D<6*7)8$1$=DD);($)&(@)*$=57A)*P$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$



,'

.'

.'

,'

,'

.'

.'

,'

,'

.'

.'

,'

"?$15$(@)$Y)H5+=5$(<H$(@)<*HE$

$ $$$$$$$$$=?$f*=A$=>>$(@)$><A)7(^<*')*$'&=J*=+7$C<*$/$b$/$$$/$b$/P$$B0@)*)$=*)$R$<C$$

$ $$ (@)+g$$f<$(@)$(A&7($!!"h?$R$;<&5(7$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$ $$$$$$$$$$

$ $$$$$$$$$L?$,)($6;$(@)$C<*+6>=$BL6($'<5`($D=>D6>=()M&5()J*=()M)(DPg?$C<*$(@)$=+;>&(6')$$

$ $$ C<*$(@&7$;*<D)77P$i$;<&5(7$

$

$ Y*<+$(@)$Y)H5+=5$*6>)7$C<*$(@)$(<H$(@)<*H8$(@)$=+;>&(6')$C<*8$C<*$)Q=+;>)8$

(@)$C&*7($<C$(@)$=L<I)$'&=J*=+78$A<6>'$L)$<L(=&5)'$LH$&5()J*=(&5J

! 

i("ig)4
i

qC1
2 "mC

2

# 

$ 
% 

& 

' 
( 

i

qC 2
2 "mC

2

# 

$ 
% 

& 

' 
( 

i

qB1
2 "mB

2

# 

$ 
% 

& 

' 
( 

i

qB 2
2 "mB

2

# 

$ 
% 

& 

' 
( )

! 

(2" )16#(4 )(pA1 $ qB1 $ qC1)#
(4 )
(pA 2 + qB1 $ qC 2)#

(4 )
($pA 3 $ qB 2 + qC1)#

(4 )
($pA 4 + qB 2 + qC 2)

! 

"
1

(2# )16
d
4
qB1d

4
qB 2d

4
qC1d

4
qC 2 $$=5'$'*<;;&5J$(@)$)Q(*=$

! 

(2" )4#(4 )$C65D(&<5P$$

0<$<L(=&5$(@)$(<(=>$=+;>&(6')$C<*$(@)$;*<D)778$<5)$A<6>'$76+$=>>$R$<C$(@)$

=+;>&(6')$D<5(*&L6(&<57P$

$

(&+)$

/'

/'

,'

.'

/'

/'

/'

/'

.'

,'

/'

/'

/'

/' ,'

.'

/'

/'

/'

/' .'

,'

/'

/'

/'

/'

,'

.'

/'

/'

/'

/'

.'

,'

/'

/'



$

.'

$

$

.'

$

/'

$

,'

$

/'

d$

$

/'

$

.'

$

.'

$

,'

$ $$$$$$$$$D?$ f*=A$(@)$(A<$><A)7(^<*')*$'&=J*=+7$C<*$(@)$;*<D)77$/$b$/$$$.$b$.P$"$$

$ $$ ;<&5(7$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$

$ $$$$$$$$

$ $$$$$$$$$'?$,)($6;$(@)$C<*+6>=7$BL6($'<5`($D=>D6>=()M&5()J*=()M)(DPg?$C<*$(@)$'&CC)*)5(&=>$$

$ $$ D*<77^7)D(&<5$C<*$(@&7$;*<D)77$&5$(@)$U%$C*=+)P$i$;<&5(7$

$

$ 0@)$=+;>&(6')$C<*$(@)$C&*7($'&=J*=+$&7$J&I)5$LH$

! 

i("ig)
2 i

(pA1 " pB1)
2
"mC

2
$

! 

=
g
2

t "mC

2
$=5'$(@)$=+;>&(6')$C<*$(@)$7)D<5'$'&=J*=+$&7$J&I)5$LH$

! 

i("ig)
2 i

(pA1 " pB 2)
2
"mC

2
=

g
2

u "mC

2
8$7<$(@)$(<(=>$=+;>&(6')$&7$(@)$76+$<C$(@)7)$

D<5(*&L6(&<57P$$0<$D<5I)*($(@)$=+;>&(6')$(<$=$'&CC)*)5(&=>$D*<77$7)D(&<58$A)$

67)$Y)*+&`7$W<>')5$\6>)P$$15$(@)$DP+P$C*=+)8$A)$@=I)$

  

! 

d"

d#
=

1

(8$ )2
S M

2

(E
1
+ E

2
)
2

! 
p f
! 
p i
P$$0$c$j$L)D=67)$A)$@=I)$(A<$&')5(&D=>$;=*(&D>)7$

&5$(@)$C&5=>$7(=()8$=5'$#9$c$##$c$#8$7<$A)$)5'$6;$A&(@$

  

! 

d"

d#
=

1

2(16$E)
2

! 
p f
! 
p i

g
2

t %mC

2
+

g
2

u %mC

2

2

P$

(&+)$

/'

$


